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RESUMEN 
Se propone un modelo bidimensional de competición política en el que se utilizan 
técnicas geométricas para la búsqueda y determinación de las posiciones de equilibrio. Con la 
finalidad de adaptar lo más posible el problema a la realidad, se asume que la distribución de los 
tipos de votantes no es uniforme. Esta situación queda representada por la asignación de pesos a 
cada una de las posiciones de los votantes en el plano (se asume un número finito de ellos). 
Tanto en el caso en que todos los tipos de votantes están equidistribuidos, como el caso general, 
se ha probado que, excepto en la situación en que todos los votantes estén alineados, el 
equilibrio si existe, se alcanza sólo cuando los dos partidos ofrecen una misma política. 
Para eliminar esa unicidad en la posición de equilibrio se ha debilitado la definición del 
equilibrio clásico, proponiendo un “equilibrio débil”. Como resultado de ello aparece una región 
de equilibrio. En esta región, los partidos pueden moverse en una situación “casi” de equilibrio 
que no les obliga a tener que adoptar una política parecida. 
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1. INTRODUCCIÓN 
La mayoría de los trabajos que estudian competición política y elecciones se basan en la 
teoría espacial de voto, inicialmente desarrollada por Black (1958) y Downs (1957) con 
contribuciones posteriores de Hinich y Pollard (1981), Shepsle y Weingstag (1981), 
Enlow y Hinich (1982) o Hinich y Munger (1995) entre otros. 
El equilibrio de Nash es un concepto ampliamente tratado en modelos generales 
de competición. Fue introducido por John Forbes Nash en su disertación “Non-
cooperative games” (Nash, 1951), como una manera de obtener una estrategia óptima 
para juegos con dos o más jugadores. 
En este trabajo se presenta un modelo de competición bipartidista planteado 
geométricamente que trata de adaptarse a la realidad política de gran número de países 
utilizando para ello ponderaciones en la representación de los votantes. Se hace en él un 
estudio de las posiciones de equilibrio bajo un tratamiento geométrico. Al establecerse 
unas preferencias de los votantes a través de la distancia euclídea a las diferentes 
políticas, se parte de los diagramas de Voronoi como estructura geométrica subyacente.  
 En la sección 2 asumimos que todos los tipos de votantes están igualmente 
distribuidos, es decir que todos los tipos tienen igual número de seguidores. Para 
adaptarnos lo más posible a una situación real, en la sección 3 se estipula que las 
diferentes posiciones de los tipos de votantes iv  tienen distinto peso. Es decir, ciertas 
posturas o preferencias políticas son secundadas por un número mayor de votantes. 
Como ejemplo citar que, las posiciones extremas con respecto a la mayoría de las 
acciones políticas tienen menos seguidores que las posturas más moderadas. Por ello, 
parece razonable considerar una distribución ponderada. 
 Se probará que en ambos casos, excepto para la situación en que las posiciones 
de todos los votantes estén alineadas, el equilibrio, si existe es único y se alcanza así 
cuando los dos partidos ofrecen una misma política. Por ello deberán converger a un 
programa esencialmente parecido. 
 Para salvar esta situación que no parece del todo adecuada en política, se  
presenta en la sección 4 una debilitación del concepto de equilibrio a partir del cual, una 
región de equilibrio aparece ofreciendo infinitas posiciones para los partidos. En ellas, 
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ese “casi equilibrio” puede ser alcanzado por los partidos sin necesidad de ofrecer la 
misma postura o alternativas políticas. 
 Destacar que todos los desarrollos que se presentan se han realizado a partir de 
razonamientos geométricos utilizándose técnicas y herramientas de la Geometría 
Computacional. 
 
2. ESTUDIO GEOMÉTRICO DEL EQUILIBRIO, CASO DE TIPOS 
IGUALMENTE DISTRIBUIDOS 
El modelado del problema que se plantea es el siguiente: Se consideran dos 
jugadores que son dos partidos políticos p y q, cuyas posiciones vienen dadas por las 
políticas ofrecidas, t1 y t2, del espacio de políticas bidimensional T=R2, y la nube de 
puntos vi=(vi1, vi2) con i=1,…,n, las correspondientes posiciones de los votantes de una 
cierta población, con vi perteneciente al conjunto de tipos H={v1 ,…, vn}⊂R2 que 
clasifican a los votantes según esas políticas (Roemer, 2001; Abellanas et al., 2006).  
A lo largo del trabajo asumimos que las preferencias de los votantes sobre el 
espacio son euclídeas así, las funciones de ganancia en el juego que se plantea son las 
siguientes: 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
21
21
1
2121
2
2121
1
 if
,,, que  tales puntos de número,
,, que  tales puntos de número,
tt
ttntvdtvdvtt
tvdtvdvtt
iii
iii
≠
Π−=>=Π
≤=Π
 donde ),( ivtd  es la distancia euclídea entre t y la posición iv . 
En el caso en el que t1=t2, se establece que cada partido ganará la mitad de los 
votantes. 
 
2.1. Estrategias de victoria 
Presentamos estrategias para que el partido p elija una posición en la que 
incremente sus ganancias, sabiendo la posición del partido q (Wendell and McKelvery, 
1981). 
Proposición 2.1: Si n es par, hay una estrategia para p que le permite empatar con q sea 
cual sea la posición de q. 
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Demostración: 
Trazamos rectas paralelas de manera que ninguna de ellas contenga más de un 
punto del conjunto. 
Cuando llegamos a una recta que deja exactamente 
2
n  puntos del conjunto en 
cada semiplano abierto que determina, situamos a p en el simétrico de q respecto a esta 
recta. Así, p obtendrá exactamente 
2
n  puntos del conjunto. (Figura 1) # 
 
Figura 1: Para n par, p siempre puede empatar con q 
 
Observación:  
Para n par, hay situaciones en las que es imposible que p gane, ver figura 2. En 
este caso, no se puede situar a p para que capture tres puntos de ese conjunto, ya que el 
semiplano que contuviera a esos tres puntos contendría a su cierre convexo (de Berg et 
al., 1997), pero q pertenece a ese cierre convexo, luego serían puntos capturados por q. 
Por tanto, p sólo puede elegir una posición para empatar.  
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Figura 2: En esta situación, p no puede ganar 
 
Proposición 2.2: Si n es impar, hay una estrategia para localizar p de forma que pueda 
conseguir 1
2
+⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡n  votantes y así ganar a q, si el partido q no está localizado en la 
posición de algún votante. 
Demostración: 
 
Figura 3: Cuando n es impar, p siempre puede ganar a q, si el partido q no está situado 
en la posición de un votante 
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Consideramos una familia de rectas paralelas con pendientes diferentes de las de 
cualquier recta que une dos puntos del conjunto, ó cualquiera que une un punto del 
conjunto y q. Cuando llegamos a una recta de esta familia que deja en uno de sus 
semiplanos abiertos 1
2
+⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡n puntos del conjunto y en el otro el resto de los puntos y q,  
localizamos a p en el simétrico de q respecto a esta recta. (Figura 3) # 
 
2.2. Existencia de equilibrio 
Desarrollaremos condiciones necesarias y suficientes para asegurar la existencia de 
equilibrio en el juego presentado. 
Proposición 2.3: Considera 1
2
+⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡n  puntos del conjunto de n puntos y una posición del 
primer partido, t. Entonces existe una localización del segundo partido, t', en la que 
captura esos 1
2
+⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡n puntos si y sólo si t no pertenece al cierre convexo de los 1
2
+⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡n  
puntos. 
Demostración: 
Se puede ver que, dado un cierre convexo de 1
2
+⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡n puntos del conjunto y un 
punto exterior p, existe una recta que separa el punto y el cierre convexo. 
Entonces, si situamos q en el simétrico de p respecto a esa recta, conseguirá esos 
1
2
+⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡n  puntos (Figura 4). 
Si t está en el cierre convexo de los 1
2
+⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡n  puntos, entonces no hay ninguna 
posición t' del partido q que le permita ganar esos 1
2
+⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡n  puntos, porque cualquier 
semiplano conteniendo esos puntos contendrá a su cierre convexo, y así contendrá a t, y 
por tanto los puntos son capturados por t, no por t'. # 
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Figura 4: Localizamos a q en t', el simétrico con respecto a la recta de la localización de p 
 
Definición 1: Sean v1,…,vn n posiciones, y consideramos todos los posibles 
subconjuntos de in +⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡
2
 puntos de entre estas n posiciones. Definimos inC  ,  como la 
intersección de los cierres convexos de esos subconjuntos de puntos. 
Proposición 2.4: Existen localizaciones para un partido en las que el otro no le puede 
quitar 1
2
+⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡n  puntos si y sólo si Cn,1 es no vacío. Cualquier punto en Cn,1 será una de 
esas localizaciones. 
Demostración: 
Si Cn,1 es no vacío, entonces cualquier localización de p en un punto de Cn,1 le 
asegura que el otro partido no puede obtener ninguna selección de 1
2
+⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡n  puntos, dado 
que p está incluido en el cierre convexo de esos 1
2
+⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡n  puntos (Proposición 2.3). 
Si Cn,1 es vacío, entonces para cualquier posición de p podemos encontrar 12 +⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡n  
puntos del conjunto de forma que p no está en su cierre convexo, luego por la 
Proposición 2.3 hay una estrategia por parte de q para conseguirlos. # 
Podemos ahora aplicar la Proposición 2.4 para encontrar las posiciones de equilibrio en 
el juego propuesto.  
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Proposición 2.5: En el juego presentado, existen posiciones de equilibrio si y sólo si 
Cn,1 es no vacío. En este caso, las únicas posiciones de equilibrio serán ( )21 t,t  con t1 y t2 
en este conjunto. Por tanto, se incluyen situaciones de equilibrio de la forma ( )t,t . 
Demostración: 
Si Cn,1 es no vacío, cualquier posición ( )21 t,t  con t1 y t2 en Cn,1 es una situación 
de equilibrio: 
Si p está localizado en t1, entonces sabemos (Proposición 2.4) que q no puede 
obtener más de 
2
n  votantes en ninguna localización, por lo que ( )
2
,1
2 ntt ≤Π  para todo t. 
Se puede aplicar el mismo razonamiento para el primer partido si q está en t2. 
Por otro lado, en la posición ( )21 t,t  cada partido obtiene 2
n  votantes, ya que 
( ) ( )
2
,,
2
, 21
2
21
1 nttntt ≤Π≤Π , y las ganancias son complementarias. 
Así, tenemos que ( ) ( )21212 ,2, tt
ntt Π=≤Π , y tenemos el mismo comportamiento 
para p, luego (t1,t2) es una posición de equilibrio. 
Estos son los únicos equilibrios posibles: si (t1,t2) es una posición de equilibrio, 
al ser las ganancias complementarias, tendremos que ( ) ( )
2
,, 21
2
21
1 ntttt =Π=Π . Si, por 
ejemplo, t1 no pertenece a Cn,1, entonces existe una estrategia para t2 que le permite 
obtener 1
2
+⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡n   puntos del conjunto en una posición t (Proposición 2.3), luego 
( ) ( )21212 ,12, tt
ntt Π>+⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡=Π , contradicción dado que (t1,t2) es una posición de 
equilibrio. 
Si Cn,1 es vacío y hay una posición de equilibrio ( )21 t,t , entonces una de las 
ganancias, por ejemplo 2Π , cumple que ( )
2
, 21
2 ntt ≤Π , ya que las ganancias son 
complementarias. Entonces, aplicando la Proposición 2.3, y al ser Cn,1 vacío, para la 
situación t1 del partido p, existe una posición t para el partido q que obtiene 12 +⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡n  
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puntos del conjunto, y así: ( ) ( )21212 ,212, tt
nntt Π≥>+⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡=Π , luego el partido puede 
cambiar su posición provechosamente. Esto es una contradicción, ya que ( )21 t,t  es una 
situación de equilibrio. # 
 
2.3. Unicidad del equilibrio  
La subsección anterior presentaba un método geométrico para hallar las 
posiciones de equilibrio en el juego propuesto, si existen. En esta sección se demuestra 
que, salvo en casos degenerados, estas posiciones son únicas.  
a) Caso n impar  
Proposición 2.6: Cn,1, con n impar, es vacío ó está constituido por puntos del conjunto. 
Al ser Cn,1 un conjunto convexo, si no es vacío es un solo punto perteneciente al 
conjunto. 
Demostración: 
Si hay un punto en Cn,1 que no pertenezca al conjunto y p está localizado en este 
punto, entonces q no le puede ganar 1
2
+⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡n  puntos a p como vimos en la Proposición 
2.3, pero, si n es impar, hay una estrategia para un partido que le da 1
2
+⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡n  puntos de un 
conjunto de n puntos si el otro no está situado en un punto del conjunto (proposición 
2.2). Esto conlleva una contradicción. # 
b) Caso n par 
Podemos presentar un resultado similar para n par. Necesitamos una proposición 
preliminar:  
Proposición 2.7: Sea v1 un punto del conjunto que sea un vértice de la frontera del 
cierre convexo de los n puntos del conjunto. Entonces existe un bisector que contiene a 
v1 (Erdõs et al., 1973). 
Demostración: 
Para cualquier punto en la frontera del cierre convexo, se puede encontrar una 
recta que contiene a este punto que deja el cierre convexo en un semiplano. Podemos 
suponer sin pérdida de generalidad que el cierre convexo está en el semiplano encima 
de la recta (ó en el derecho si la recta es vertical).  
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Podemos considerar v1 como el punto más alto del conjunto en la recta, y 
ordenamos angularmente los demás puntos del conjunto respecto v1. Como todos los 
puntos del conjunto están en el mismo semiplano, se cumple que la recta que une el  
punto medio de la ordenación con v1, deja el mismo número de puntos en cada 
semiplano (Figura 5). # 
 
Figura 5: Ordenación angular y elección del punto que, junto a p1 , deja el mismo 
número de puntos en cada lado 
 
Proposición 2.8: Si n es par y los n puntos del conjunto no están alineados, entonces 
Cn,1 es un conjunto de un punto ó el conjunto vacío. 
Demostración: 
Elegimos un punto del conjunto vértice de la frontera del cierre convexo de los n 
puntos. Sabemos por la Proposición 2.7 que hay otro punto del conjunto de manera que 
la recta que conecta los dos puntos deja 1
2
−n  puntos en cada semiplano. Entonces, la 
intersección del cierre convexo de 1
2
−n  puntos en uno de los semiplanos y los dos 
puntos en la recta, con el cierre convexo de 1
2
−n  puntos en el otro semiplano  y los dos 
puntos en la recta, son un segmento contenido en la recta. Como no están todos los 
puntos del conjunto alineados, hay un punto vértice de la frontera del cierre convexo 
que no está en la recta anterior. Aplicando de nuevo la Proposición 2.7, podemos 
encontrar una segunda recta que contiene dos puntos del conjunto y que deja 1
2
−n  
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puntos en cada semiplano, y así dos cierres convexos de 1
2
+n  puntos del conjunto cuya 
intersección es otro segmento contenido en la segunda recta. Entonces la intersección de 
los dos segmentos será vacía ó un conjunto de un punto, y así será la intersección de los 
cuatro cierres convexos considerados, por lo que Cn,1 será vacío ó un único punto. # 
Observación: Si n es par y los puntos están alineados, hay infinitas situaciones de 
equilibrio, ya que Cn,1 será el segmento determinado por los dos puntos intermedios  
c) Resultado general  
Teniendo en cuenta los casos a) y b), es posible establecer el siguiente resultado 
general:  
Proposición 2.9: Cn,1 es un punto ó el conjunto vacío, a no ser que los puntos estén 
alineados y n sea par. Por tanto, si hay equilibrio en el juego presentado, entonces es 
único y de la forma (t, t), a no ser que los puntos estén alineados y n sea par (además, si 
n  es impar, t pertenecerá al conjunto) 
 
3. ESTUDIO GEOMÉTRICO DEL EQUILIBRIO, CASO 
PONDERADO 
En este apartado consideramos una distribución de los diferentes tipos según una 
medida de probabilidad F dada por: 
F({vi})=ki  con k1+k2+...+kn=1, ki≥0 
Con estas consideraciones el juego planteado se modela de la siguiente forma: 
Representamos t1, t2, v1,...,vn como los puntos del plano ya introducidos anteriormente, 
trazamos la mediatriz entre t1 y t2 (suponiendo t1≠t2 ) y consideramos los dos semiplanos 
que define dicha mediatriz. Llamamos Ω(t1,t2) al conjunto de tipos que prefieren a t1 
frente a t2, es decir, aquellos que pertenecen al semiplano en el que esté t1, supongamos 
que sean 
11
,...,
tnii
vv , donde 
1tn es el número de tipos que pertenecen al semiplano que 
contiene a t1. Se tiene que la fracción de votantes que elegiría la política t1 será: 
( ) ( )( ) 2112121 si,,
1
ttkttFtt
t
j
n
j
i ≠∑=Ω= =ρ  
siendo 
jik  j=1,...nt1, la medida de }{ jiv . 
Con todo ello, las funciones de ganancia quedan de la siguiente forma: 
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( )
( )
21
21
1212
1
211
 si
),(,
,
1
tt
ttntt
kntt
t
j
n
j
i ≠
⎪⎭
⎪⎬
⎫
Π−=Π
=Π ∑
=     y       
21212211  si
2
),(),( ttntttt ==Π=Π    
Es decir, en el caso t1≠t2, si definimos el peso del tipo 
jiv  como jikn , la ganancia de la 
política t1 será la suma de los pesos de los tipos que están en el mismo semiplano que t1 
(incluyendo los de la mediatriz). Análogo para t2. 
Se cumple que nnk
n
i
i =∑=1 . 
 
3.1. Existencia de equilibrio  
Se estudian condiciones que garanticen la existencia de posiciones de equilibrio 
de Nash en el juego planteado. 
 
3.1.1. Condición necesaria de existencia 
Proposición 3.1: Si las ganancias de un juego son complementarias y, si dada una 
posición t de un jugador, existe una estrategia del otro para conseguir una ganancia de 
2
n , necesariamente las posiciones de equilibrio han de ser posiciones (t1,t2) con 
2
),(),( 212211 ntttt =Π=Π .  
 
3.1.2. Condición necesaria y suficiente de existencia 
Definición 1: El peso de un conjunto {
1iv ,..., kiv } es ∑=
k
j
i j
vpeso
1
)( . 
Definición 2: Un conjunto minimal es un subconjunto de puntos de la nube de peso 
mayor que 
2
n  que no contiene a otro subconjunto de puntos de peso mayor que 
2
n . 
Nota: Se establecerán resultados paralelos al caso de votantes equidistribuidos. Se 
omiten las demostraciones de estos resultados por ser análogos a los presentados en la 
sección 2. 
Proposición 3.2: Consideremos todos los posibles conjuntos minimales. Entonces 
existen posiciones de equilibrio en el juego con ponderaciones si y sólo si la 
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intersección de los cierres convexos de esos conjuntos de puntos es no vacía. En este 
caso, las únicas posiciones de equilibrio son cualquier posición (t1,t2) con t1 y t2 
pertenecientes a esa intersección. 
 
3.2. Unicidad 
Veamos que esta intersección de cierres convexos es a lo más en un punto, a no 
ser que los n puntos de la nube estén alineados, lo que implica la unicidad de las 
posiciones de equilibrio. Existen casos particulares, como muestra la proposición 3.3, en 
los que dicho punto debe ser de la nube. 
Proposición 3.3: Si no hay ninguna combinación de puntos de la nube con peso 
2
n , 
entonces la intersección de los cierres convexos de los posibles conjuntos minimales de 
peso mayor que 
2
n  es a lo más en un punto de la nube. 
Proposición 3.4: La intersección de los posibles cierres convexos de conjuntos 
minimales de peso mayor que 
2
n  es a lo más en un punto si no están los n puntos de la 
nube alineados. 
Nota: Si los puntos están alineados, caso degenerado, pueden existir casos en los que la 
intersección de los cierres convexos sea infinita. 
De esta forma se puede concluir que: 
Proposición 3.5: El equilibrio en el juego con ponderaciones si existe es único y de la 
forma (t,t), es decir con los dos partidos eligiendo la misma política, salvo en algunos 
casos en los que todos los puntos están alineados. 
 
4. DEBILITACIÓN DEL EQUILIBRIO 
La idea de esta sección es ofrecer una definición debilitada de equilibrio que 
permita salvar el resultado de no existencia o de unicidad de las posiciones de equilibrio 
de Nash. 
El equilibrio de Nash establece que (t01,t02) es una posición de equilibrio si: 
( ) ( ) ( ) ( ) Ttttttttttt ∈∀Π≤ΠΠ≤Π 21201022012201010211  ,,,,,, . Es decir, son aquellas 
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posiciones donde se pueden situar los jugadores de forma que si se mueven no mejoran 
sus ganancias. (Persson and Tabellini, 1999). 
Planteamos una debilitación de esta definición mediante: 
Definición: Se dice que una posición (t01,t02) es de equilibrio débil si 
( ) ( ) ( ) ( ) Ttttttttttt ∈∀+Π≤Π+Π≤Π 21201022012201010211 ,1,,,1,, . 
Se desarrolla un análisis geométrico que resulta una extensión al presentado en 
las secciones anteriores. (Lillo et al., 2005; Lillo et al., 2007), para el estudio de la 
existencia y búsqueda de las posiciones de equilibrio según la definición anterior. 
 
4.1. Condiciones de equilibrio 
Proposición 4.1: En una posición de equilibrio débil, (t01,t02), necesariamente: 
( ) ( ) 1
2
,,1
2
, 02
0
1
20
2
0
1
1 −≥Π−≥Π nttntt  
Demostración: 
Es sabido que, si n es par hay una estrategia para p mediante la cual consigue 
empatar cualquiera que sea la posición de q. Y, si n es impar, hay una estrategia para 
situar a p y ganar 1
2
+⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡n  votantes y, de esta forma, ganar a q, siempre que éste no esté 
situado en la posición de algún votante (Proposiciones 2.1, 2.2). 
Sea (t01,t02) una posición de equilibrio débil. Supongamos por ejemplo 
que ( ) 1
2
, 02
0
1
1 −<Π ntt , aplicando lo anterior, para cualquier posición del segundo 
partido t02, existe una del primero t, tal que ( ) 2, 021 ntt ≥Π . Así, ( ) ( ) 1,, 02011021 +Π>Π tttt  
lo que contradice que (t01,t02) sea posición de equilibrio débil. # 
Nota: Como las ganancias son complementarias, en una posición de equilibrio débil con 
n par se debe cumplir que las ganancias son: 1
2
,1
2
+− nn , ó las dos iguales a 
2
n . En una 
con n impar se ha de cumplir que dichas ganancias sean: 
2
11
2
,
2
1
2
+=+⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡−=⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡ nnnn , ó 
las dos iguales a 
2
n  si t1=t2.  
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Buscamos ahora condiciones necesarias y suficientes para ser posición de 
equilibrio débil: 
Definición: Se define Cn,s como la intersección de los cierres convexos de todos los 
posibles subconjuntos de sn +⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡
2
 puntos de una nube de n puntos. 
Proposición 4.2: En el juego planteado existen posiciones de equilibrio débil si y sólo si 
Cn,2 es no vacía, (n>2). 
Demostración 
- Sea t un punto perteneciente a Cn,2, veamos que las posiciones (t, t), son de 
equilibrio débil: 
2
),(),( 21 ntttt =Π=Π . Si, por ejemplo 2
2
),( 1
1 +⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡≥Π ntt  para alguna posición 
1t  del primer partido, existe una recta que separa a, al menos 22
+⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡n  puntos de la nube 
y a t, por lo que t no pertenecería al cierre convexo de esos 2
2
+⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡n  puntos. 
Contradicción con la hipótesis de partida. 
- Si Cn,2 es vacío, entonces existe un cierre convexo de 22
+⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡n  puntos de la nube 
en el que no está el partido que tiene ganancia superior o igual a ⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡
2
n , por ejemplo q en 
una posición t2. Situemos entonces a p (de ganancia inferior o igual a 2
n ) en el simétrico 
de t2 respecto a la recta que separa t2 del cierre convexo. Entonces 
1),(2
2
),( 21
1
2
1 +Π>+⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡≥Π ttntt  con lo que ninguna posición es de equilibrio débil. # 
 
2.1.1. Estudio de los diferentes casos 
a) Si n es impar: 
Posiciones de equilibrio débil son (t1,t2) con 12
),(,
2
),( 21
2
21
1 +⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡=Π⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡=Π nttntt , 
con t1 perteneciente a Cn,3  y t2 a Cn,2 . De esta manera, t2 no puede ganar 32
+⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡n  puntos 
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y aumentar en dos su ganancia y t1 no puede ganar 22
+⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡n  puntos y aumentar en dos su 
ganancia. Estas resultan las únicas posiciones de equilibrio débil con estas ganancias ya 
que si algún partido no está en la intersección correspondiente, el otro puede separarle 
de 3
2
+⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡n  o de 2
2
+⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡n  puntos respectivamente y aumentar en dos sus ganancias. 
Estas posiciones tienen sentido cuando nn ≤+⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡ 3
2
, es decir, 5≥n  
Otras posiciones de equilibrio débil serán (t, t) con t perteneciente a Cn,2, (n>1). 
Las posiciones (t1,t2) tales que ⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡=Π+⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡=Π
2
),(,1
2
),( 21
2
21
1 nttntt  con t1 
perteneciente a Cn,2 y t2 en Cn,3, también son de equilibrio débil. 
No existen más posiciones de equilibrio débil con otras ganancias ya que no 
cumplirían la condición necesaria. 
 
b) Si n es par: 
Las posiciones de equilibrio débil serán: 
Aquéllas en las que uno de los partidos tiene ganancia 1
2
−n  y está en Cn,3  y el 
otro tiene ganancia 1
2
+n  y está en Cn,1, si ésta es no vacía y 4>n  ya que en estas 
posiciones, ninguno de los partidos puede aumentar sus ganancias en dos moviéndose. 
Son éstas las únicas posiciones de equilibrio con estas ganancias, pues si algún partido 
no está en la intersección, el otro puede separarle de un cierre convexo que aumente en 
dos sus ganancias. 
Otras posiciones son aquéllas en las que los dos partidos tienen ganancia 
2
n  y 
están en Cn,2. En este caso ninguno de los dos puede aumentar en dos su ganancia 
moviéndose. Son éstas las únicas posiciones de equilibrio débil con estas ganancias ya 
que si algún partido no está en dicha intersección, el otro le puede separar de alguna 
combinación de 2
2
+n  puntos de la nube y aumentar en 2 sus ganancias. 
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5. CONCLUSIONES 
En el análisis del equilibrio de los juegos multidimensionales competitivos se 
establece que excepto en casos singulares, no existen dichas posiciones de equilibrio. 
Así, no existen posiciones que garanticen a un competidor que no aumentará su 
ganancia moviéndose o alterando su posición. 
Este trabajo aborda el estudio del equilibrio de Nash en un juego de competición 
política. El escenario es una versión discreta del juego de Voronoi de la Geometría 
Computacional así como una versión discreta del modelo de Downs de la Economía 
Política. Se han establecido condiciones que deben satisfacer las posiciones de 
equilibrio y los resultados son comparados con los establecidos en el juego de Downs 
continuo bidimensional. 
Para asociar el modelo a una situación política real, hemos dividido los votantes 
en un número finito de tipos representados por puntos específicos del plano. Cada 
partido elige una posición en dicho plano que representa la política a ofrecer y recibe la 
mayor ganancia cuando minimiza la distancia euclídea a la mayor parte de votantes. 
Este tratamiento, junto con la utilización de herramientas geométricas para la búsqueda 
de puntos de equilibrio, representa la novedad del trabajo. 
El estudio de las posiciones de equilibrio se ha desarrollado en dos casos, 
arrojando los mismos resultados de no existencia o unicidad: votantes igualmente 
distribuidos, tipos de votantes con distintos pesos. De esta forma, en los dos casos los 
dos partidos deberían converger en sus programas hacia la única posición de equilibrio 
que puede existir ofreciendo alternativas muy parecidas a los votantes. 
Pese a que este trabajo representa una simplificación (modelo de dos partidos), 
en la actualidad se adecua a la mayoría de las situaciones políticas en los países. En gran 
parte de las democracias se tienen dos partidos mayoritarios y se observa que en 
general, las políticas que ofrecen son, esencialmente las mismas.  
Para escapar de esta situación de no existencia de equilibrio en la mayoría de las 
situaciones, hemos propuesto una definición de un nuevo equilibrio que representa una 
debilitación de la definición clásica. En él se garantiza la imposibilidad de aumentar la 
ganancia en más de un elemento. Este equilibrio débil puede ser de utilidad en los 
estudios donde no exista equilibrio de Nash. 
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Como las posiciones de equilibrio débil son regiones del plano, ofrecen infinitas 
posiciones para los partidos que compiten, contrastando así con la unicidad de las 
posiciones para el equilibrio de Nash cuando existe. 
Esta nueva definición de equilibrio puede aplicarse a numerosos estudios de 
competición donde un tratamiento discreto sea apropiado y la variación en un solo 
elemento no afecte de manera significativa a los resultados. 
Todo el estudio llevado a cabo se ha desarrollado aplicando técnicas y 
herramientas de la Geometría Computacional como pueden ser los cierres convexos. De 
esta forma, el trabajo representa una interacción entre las dos disciplinas (Economía 
Política y Geometría Computacional) que puede dar grandes frutos. 
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